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1 概述

在页式虚拟存储计算机中，内存被看作是磁盘的缓存，操作系统通过

将常用的虚拟内存页放入物理内存页帧中，将不常用虚拟内存页放入磁盘

中来提供更大、更自动化的虚拟存储。页面置换算法决定当页面不足时，

需要将哪个页面换出到外存中。尽管很多算法在实践中被证明是有效的，

相关的理论分析却相对不足。我们整理了一些基于竞争性分析的工作。竞

争性分析通过假设一个“敌人”，说明算法开销与最优算法开销的比的上

界，从而增加我们对某种算法的信心。利用竞争性分析，我们可以确定算

法在最坏情况下的开销，从而启发我们用其他手段避免算法陷入最坏情

景。

第二节中我们讨论常见确定性算法和随机算法的竞争性分析结果，给

出确定性算法和随机算法竞争比的下界，讨论常用算法失效的场景；第三

节中我们讨论竞争性分析的不足和弥补，通过访存图模型给出更好的下

界。

2 竞争性分析

2.1 离线算法和竞争比

页面置换问题可以被这样描述：给定一台支持ℎ个逻辑页面、拥有𝑘个

页面大小物理内存的机器，选择每次的置换页面使得总的置换次数最少。

页面置换算法可以分为离线算法（off-line）和在线算法（on-line）。离

线算法是指整个访存序列已经预先给定，而在线算法是指访存序列是动态

给出的。很显然，真实情景下的页面置换算法必须是在线的。

Belady在其 [1]中最早给出了称为MIN算法的最优离线算法。另一种简

单的算法FIF（Further-in-future），通过总是换出下一次访问最晚的页面，

算法可以做到最小化缺页次数 [9]。

虽然最优算法需要使用未来的信息，在实践中不可能实现，但其可以

作为分析在线算法的一个标准。一个很显然的事实是，直接使用缺页数评

价在线算法应对所有输入的能力是愚蠢的――如果连最优算法都无法给出

令我们满意的命中率，那么在线算法也不可能做到更优。因此，我们选择

使用在线算法缺页次数和最优算法缺页次数的比来评价在线算法的优劣。

设一个算法𝐴在访存序列𝑆上的缺页次数为𝐴(𝑆)，如果对于任意访存序列𝑆，
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都有：

𝐴(𝑆) ≤ 𝑐×𝑂𝑃𝑇 (𝑆) + 𝑂(1)

我们可以称，算法𝐴是𝑐-Competitive的，𝑐可以称为算法𝐴的竞争比。

为了方便，我们有时不会考虑从内存为空到内存填满这一段的代价，

因为无论任何算法在这里付出的代价都是相同的。

竞争比给在线算法的优劣提供了基本的评价标准。竞争比低的算法不

一定总是提供更好的性能，但从某种程度上讲，其在最差情况下的性能是

值得信赖的；反过来，竞争比高的算法虽然在某些情况下运行良好，但需

要警惕可能出现的性能退化。当确实需要使用高近似比的算法时，最好提

供一个“备选方案”。

2.2 确定性在线算法竞争比的下界

定理 2.1 任何确定性在线算法𝐶的竞争比至少是𝑘。

证明 2.1 考虑仅有𝑘 + 1个逻辑页面的长度为𝑙的访存序列，每次访问的页

面恰好是𝐶上一次换出的页面，那么每一次访问都会发生缺页；在最优算法

中，每次缺页发生之后，下一次发生缺页至少是在𝑘次之后（因为换出的是

下一次访问最晚的页面），因而总的缺页次数不会超过𝑙/𝑘。有：

𝐶(𝑆) ≥ 𝑘 ×𝑂𝑃𝑇 (𝑆) + 𝑂(1)

我们用一个例子来解释竞争比的价值。LRU算法通常被认为是性能最好

的页面置换算法之一，但一个简单的情景就会导致其严重退化。设逻辑页

面数为𝑘 + 1，物理页面数为𝑘。

1, 2, 3, . . . , 𝑘, 𝑘 + 1

1, 2, 3, . . . , 𝑘, 𝑘 + 1

. . .

(1)

对于LRU算法而言，由于总是换出最近访问最早的页面，每次缺页都

会恰好把下一次要访问的换出，因而每一次都会发生缺页。然而最优情

况下每𝑘次访存只会发生一次缺页。因此，许多系统中会使用其他算法作

为LRU退化时的备选方案。
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2.3 标记算法

标记算法（Marking Algorithm）是一类置换算法的总称。假设每个在

内存中的页面都有一个标记位，初始时所有页面都是未标记的。未标记的

页面会在访问时被标记，当所有页面都被标记时，将所有页面重新设为已

标记。标记算法是那些只会将未标记的页面置换出去的算法。

许多根据访问排序的页面置换算法都是标记算法，例如最近未使用算

法（NRU）与最近最久未使用算法（LRU）。

引理 2.1 LRU是标记算法。

证明 2.2 考虑使用反证法。如果LRU不是标记算法，那么在某个时刻其换

出了一个未标记的页𝑝，并且存在一个标记的页𝑞没有被换出。因此上一次

执行将所有页取消标记后，𝑞被访问了至少一次，𝑝没有被访问过，因而𝑞上

一次访问比𝑝要近。根据LRU算法的定义，𝑝不会被置换出，矛盾。

定理 2.2 任何标记算法都是𝑘-Competitive的。

证明 2.3 将序列按顺序划分为𝑡个段𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡，每个段𝑏𝑖中仅包含至

多𝑘种不同的页面，且𝑏1尽可能长，在此前提下𝑏2尽可能长，以此类推。即：

对于一个以𝑠𝑖开头的段𝑏𝑖，𝑏𝑖+1的开头𝑠𝑗是最小的𝑗，满足{𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1, . . . , 𝑠𝑗}包
含𝑘 + 1个不同的位置。我们称这是访存序列的分割。

用归纳法可以证明，在每一段末尾，标记算法总会使得所有段被标记。

那么在下一段开头所有段都被清除标记，且这些未标记的段要么被重新访

问，要么被换出，这一段内的换出次数不会超过𝑘。那么总的换出次数不超

过𝑡× 𝑘。

接下来我们说明最优算法至少会发生𝑡次缺页。考虑每一个段开头的

页面𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑡。如果𝑝𝑖没有发生缺页，说明𝑝𝑖在内存中。根据划分段的

定义，上一次𝑝𝑖被引用一定不在𝑏𝑖−1中，因而𝑏𝑖−1可以使用的内存页面只

有𝑘 − 1个。那么除掉𝑝𝑖−1发生的缺页，根据鸽巢原理，还会至少发生一次

缺页。所以总的缺页次数至少是𝑡。由于：

𝑀𝑎𝑟𝑘𝑖𝑛𝑔(𝑆) ≤ 𝑡× 𝑘 ≤ 𝑘 ×𝑂𝑃𝑇 (𝑆)

任何标记算法都是𝑘-Competitive的。

一些确定性算法的竞争比结论如下 [11]。
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∙ LRU算法是𝑘-Competitive的；这是上面结论的平凡推论。

∙ FIFO，Clock算法是𝑘-Competitive的；他们都是所谓Conservative al-

gorithms [12]。

∙ LIFO，LFU算法不是Competitive的，即算法缺页次数和最优解的缺页

次数之比可以无限大 [13]。

2.4 随机性的引入

在线算法应对输入的过程可以看成一个双人零和博弈。算法是

“Defender”，为了让代价最小化；输入是“Hacker”，为了让代价最大

化。由于面对的是“充满恶意的”输入序列，确定性算法的竞争比并不是

很理想。一种自然的想法就是在决策中引入随机性。

使用类似之前的方法，我们定义随机算法R是𝑐-Competitive的，如果：

E[𝑅(𝑆)] ≤ 𝑐×𝑂𝑃𝑇 (𝑆) + 𝑂(1)

2.5 随机置换算法

随机置换算法（下面称为RAND）是最简单的随机置换策略：在需要

换出页面时，始终从驻留在内存中的页面里等概率地选择一个进行换出。

IBM的OS/390操作系统中曾使用随机置换算法作为LRU的补充，当LRU性能

退化时使用RAND代替 [12]。

2.6 随机标记算法

一种有效的随机置换算法被称为随机标记算法（Random Mark-

ing），下文中我们简称其为RM。其思路类似于一般的标记算法，但每次

需要换出时会从所有未被标记的页面中随机选出一个换出。Fiat首先

证明了RM是2𝐻𝑘-Competitive的 [2]，其中𝐻𝑘是调和级数前𝑘项的和，𝐻𝑘 =

log 𝑘 + 𝑂(1)。

定理 2.3 随机标记算法是2𝐻𝑘-Competitive的。

证明 2.4 考虑访存序列的分割𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡，对于一个段𝑏𝑖中某一次访问的

页面，如果它在𝑏𝑖−1中没有被引用，且这是这个页面第一次在𝑏𝑖中被访问，

我们称它是新新新的的的；如果它在𝑏𝑖−1中被引用过，且这是这个页面第一次在𝑏𝑖中
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被访问，我们称它是旧旧旧的的的。不妨设𝑏𝑖中对新页面的引用有𝑙𝑖次，对旧页面的

引用有𝑘 − 𝑙𝑖次。

我们首先证明，最优算法在𝑏𝑖执行的开销至少是
∑︀

𝑙𝑖/2。假设第𝑏𝑖中对

新页面的引用发生了𝑝𝑖次缺页，那么在𝑏𝑖−1中另外的𝑙𝑖 − 𝑝𝑖个新页面都始终

在内存中没有被换出，因而在𝑏𝑖−1中可用的页面只有𝑘− (𝑙𝑖 − 𝑝𝑖)个，至少发

生了𝑙𝑖 − 𝑝𝑖次缺页。考虑将这两者相加得到：∑︁
𝑖

𝑝𝑖 + (𝑙𝑖 − 𝑝𝑖) =
∑︁
𝑖

𝑙𝑖

一次缺页至多会被当前段计算一次，被下一段计算一次，因此总的缺

页次数不会小于上面结果的一半，即
∑︀

𝑙𝑖/2。

接下来我们说明RM算法在段𝑏𝑖的缺页次数不会超过𝑙𝑖𝐻𝑘，从而总的缺页

次数不会超过𝐻𝑘

∑︀
𝑙𝑖。其中𝐻𝑘是调和级数前𝑘项的和。对于任何标记算法，

在一个段开始时，内存中总是存放上一个段的所有内容。因此，每一个新

页面的引用都会导致缺页，我们只需要关心旧页面产生的缺页次数，即由

于被𝑏𝑖中导致的缺页换出的旧页面。很明显，最差情况下所有新页面的引用

都在旧页面的引用之前。

如果一个页面𝑃将页面𝑄换出，我们连接一条从𝑃到𝑄的有向边，那么

只有引用时入度为1的点会发生缺页。设旧页面依次是𝑂0, 𝑂1, . . . , 𝑂𝑘−𝑙𝑖+1。

当处理𝑂𝑗时，发生缺页且可能换出𝑂𝑗的，就是那些入度为1，出度为0的点，

而这样的点恰好有𝑙𝑖个。这𝑙𝑖个点会在还未被换出的𝑘 − 𝑗个旧页面中等概率

取出恰好𝑙𝑖个，那么𝑂𝑗被取出的概率就是𝑙𝑗/(𝑘 − 𝑗)。所有旧页面的期望缺

页次数就是： ∑︁
0≤𝑗<𝑘−𝑙𝑖

𝑙𝑖
𝑘 − 𝑗

= 𝑙𝑖
∑︁

𝑙𝑖<𝑗≤𝑘

1

𝑗
= 𝑙𝑖(𝐻𝑘 −𝐻𝑗)

再加上新页面发生的缺页，RM总的开销不会超过：

𝑅𝑀(𝑆) ≤ 2𝐻𝑘 ×𝑂𝑃𝑇 (𝑆)

注意到上面的证明中给出了最优算法缺页次数一个很好的界，我们这

里单独列出这个结论。

定理 2.4 对于任何访存序列𝑆，设其分割是𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡，其中𝑏𝑖的新页面

访问个数是𝑙𝑖，则：
1

2

∑︁
𝑖

𝑙𝑖 ≤ 𝑂𝑃𝑇 (𝑆) ≤
∑︁
𝑖

𝑙𝑖
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2.7 极大极小原理

证明一个问题随机算法竞争比下界的重要工具是极大极小原理

（Minimax Principle）。我们可以将随机算法看成在一个确定性算法集合𝒜中
以某种分布选出一个算法，设随机变量𝐴为分布𝑝下选出的算法；输入集合

是𝒳，随机变量𝑋为分布𝑞下选出的输入，𝑐(𝑎, 𝑥)为算法𝑎在输入𝑥下的开销，

那么：

max
𝑥∈𝒳

E[𝑐(𝐴, 𝑥)] ≥ min
𝑎∈𝒜

E[𝑐(𝑎,𝑋)]

证明 2.5

max
𝑥∈𝒳

E[𝑐(𝐴, 𝑥)]

=
∑︁
𝑥

𝑞(𝑥) max
𝑥∈𝒳

E[𝑐(𝐴, 𝑥)]

≥
∑︁
𝑥

𝑞(𝑥)E[𝑐(𝐴, 𝑥)]

≥
∑︁
𝑥

𝑞(𝑥) min
𝑎∈𝒜

𝑐(𝑎, 𝑥)

= min
𝑎∈𝒜

E[𝑐(𝑎,𝑋)]

(2)

定理指出，随机算法𝐴在最差输入下的开销，至少是某种分布的随机

输入下最好程序的开销。那么我们要证明随机算法开销的下界，便可以构

造某种概率分布，并证明最优的确定性算法的开销不小于随机算法的开销。

利用这个极大极小原理可以证明下面这个定理 [5]。

2.8 随机算法竞争比的下界

定理 2.5 页面置换问题不存在𝑐-Competitive的随机化算法，对于任何𝑐 <

⌈log(𝑘 + 1)⌉/2。

证明 2.6 考虑构造一个逻辑页面个数为𝑘 + 1访存序列。首先依次访问所有

的位置。接下来我们按段生成一个无限长的序列，每一段都以所有页面被

访问结束。不妨将1, 2, . . . , 𝑘+ 1摆放成一个环。在每一段中，我们总是不断

地从当前位置出发，等概率地选择两条路径中的一条，到达未访问过位置

的中间点。

在每一次游走中，对于任何一个确定性算法，都会以1/2的概率产生一

次缺页，因此每一段中期望产生缺页的次数为⌈log(𝑘 + 1)⌉/2；由于每一段
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中最后访问的页面只会被访问一次，最优算法会在上一次缺页，即上一段

的末尾将这个页面换出，从而在每一段只会产生一次缺页。那么任何确定

算法的近似比都至少是⌈log(𝑘 + 1)⌉/2，根据极大极小原理，页面置换问题

不存在小于这个近似比的随机算法。

因此我们可以认为，在竞争比的意义下，RM几乎已经是最优的算法了。

使用RM可以保证在被某些访存序列的“恶意攻击”时，页面换入换出的次

数不会超过最优算法的2 log 𝑘倍；与之相比，任何确定性算法至多只能做到

不超过𝑘倍。

2.9 LRU退化的情景

由于希望使用RM或RAND作为LRU退化时的候选，我们关注LRU退化的情

景下各个算法的性能。实验的算法包括LRU、FIFO、Clock、RM和RAND。

Algorithm n=129 n=130 n=150

LRU 126.046 64 6.76754

FIFO 126.046 64 6.76754

Clock 1.96935 64 6.76754

RM 5.35882 4.93054 3.18855

RAND 1.98533 1.96655 1.89022

表 1: 不同算法逻辑页面数与竞争比的关系

在第一个实验中，我们假定进程拥有的物理页面数为128，程序需要使

用的页面数为129，且循环的访问所有页面。可以发现FIFO和LRU的竞争比

都达到了𝑘，而RAND、RM和Clock保持了比较良好的性能。

在第二个实验中，逻辑页面数变为了130。注意到Clock并没有像上面

一样保持良好的性能，发生了严重的退化。但RM和RAND仍然保持着不错的

性能。

在第三个实验中，逻辑页面数变为了150。和预期相符，RM和RAND仍然

具有良好的性能。随着访问页面数量的增长，LRU的竞争比逐渐下降到了正

常水平。

以LRU在𝑛 = 129时的性能为例分析退化情景下付出的代价。设单次访

问内存的平均开销是𝑀，处理一次缺页的平均开销为𝑂，缺页率为𝑃，平均
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访存开销𝐶可以由下面的公式给出：

𝐶 = 𝑀 + 𝑂 × 𝑃 = 𝑀

(︂
1 +

𝑂

𝑀
× 𝑃

)︂
对于LRU而言，由于每次都会发生缺页，平均访存开销为：

𝐶𝐿𝑅𝑈 = 𝑀

(︂
1 +

𝑂

𝑀

)︂
= 𝑀 + 𝑂

而对于RM而言，缺页率只有LRU的约5/126，平均访存开销为：

𝐶𝑅𝑀 = 𝑀

(︂
1 +

𝑂

𝑀
× 5

126

)︂
= 𝑀 +

5

126
×𝑂

由于𝑀 << 𝑂，RM的平均访存性能比起LRU提升了25倍。通过实验我们

可以看出，低竞争比的随机策略可以作为确定性算法的有效补充，防止可

能出现的严重退化情景。

2.10 竞争性分析的局限性

必须指出，竞争性分析与实践经验之间的距离是巨大的。尽管LRU的

竞争比达到了𝑘，但在实际应用中，其竞争比通常在1到2之间；在实践中，

LRU几乎总是比FIFO好，然而竞争性分析并不能给出他们之间的任何区别。

[6]中指出了更多这样的例子。我们将在下一章详细描述一些为了弥补理论

和实践之前差距而提出的一些模型。

3 页面置换与局部性

3.1 概述

在基于竞争性分析的页面置换算法研究中，访存序列被视为是“攻击

者”，作为“防御者”的算法不得不考虑任何可能的访存序列。然而真实

应用的访存序列既不会总是“针对”某种策略，也不是随机的。与之相反，

程序访问内存具有所谓局部性（Locality）的特征。

内存访问的局部性主要可以分为两种。一是时间局部性，即一个被访

问的地址很可能在近期再次被访问；二是空间局部性，即一个被访问的地

址附近的地址很可能在近期被访问。将页面分页管理已经天然的利用了程

序的空间局部性，那么能否良好利用程序的时间局部性便决定了页面置换

算法的优劣。
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对程序行为的刻画有着许多不同的模型，这里我们主要关注其中的两

个。

∙ 基于访问图（Access Graph）的模型 [5]。模型认为，程序一段连续

的访存行为应当是访问图上一个连续的路径。在很多情况下，程序的

访存依赖于程序中的数据结构，访存行为有时是和数据结构保持一致

的。当数据结构是树甚至一般图时，空间局部性中的“相邻”变为了

数据结构上的相邻。

∙ 基于工作集（Working Set）的模型 [4]。模型认为，程序在一段时间

内总是会频繁的访问一些内存页面，这些内存页面被称为当前的工作

集。工作集模型允许我们通过调整常驻集的大小来适应工作集，通过

和进程调度子系统的整合，可以给并发环境下的程序提供更好的内存

性能。

3.2 访存图模型

访存图是刻画访存局部性的模型之一。 [5]首先使用这个模型描述程序

访存的局部性，下面的工作主要来源于这篇论文。其中的主要工作包括：

分析了无向访存图上的页面置换问题，给出了在线算法竞争比更紧的下界，

分析了访存图上LRU算法的竞争比并证明了两个有趣的结论：

1. LRU算法几乎总是比FIFO要好的。更严谨的，在任意访存图𝐺上，

LRU算法的竞争比总是小于两倍的FIFO算法的竞争比。即：

𝑐𝐿𝑅𝑈,𝑘(𝐺) ≤ 2𝑐𝐹𝐼𝐹𝑂,𝑘(𝐺)

[7]则进一步证明了𝑐𝐿𝑅𝑈,𝑘 ≤ 𝑐𝐹𝐼𝐹𝑂,𝑘(𝐺)。

2. 在访存图𝐺是一棵树的情景下，无论树的形态如何，LRU总能达到确定

性算法竞争比的下界。

访存图模型的优势和局限性都是明显的。由于程序几乎总是按照其数

据结构的结构访问内存，使用图作为访问内存局部性的描述是合理的。更

加一般的，程序的控制流图一定是程序的访存图。 [8]将这里的技术推广到

了有向图上，并对最常见的控制流图――可规约流图做了讨论。

然而，我们无法寄希望让操作系统借助访存图来优化页面的换入换出

――尽管这样的算法确实存在――因为这样做的成本太高了。只有当图具
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有某些很特殊的性质时，理论才有可能指导我们选用合适的算法来提高效

率。

除去页面置换问题，访存图的另外一个作用在于所谓程序重组。程序

重组发生在编译时，通过将程序的内存布局重新组织，使得其拥有更好的

访存局部性。

3.3 一般图竞争比的一个下界

在访存图模型中，访存图𝐺 = (𝑉,𝐸)是一个无向图，程序的访存序列是

图𝐺上的一条路径{𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚}。我们称当前位置是𝑝𝑡，如果我们处理道

到的最后一次访存是𝑝𝑡。很明显，当𝐺 = 𝐾𝑀时模型退化为一般访存序列的

情景。

首先定义一些记号。 𝑐𝐴,𝑘(𝐺)表示算法𝐴在物理内存页面数为𝑘时，在

图𝐺上的近似比。由于访存图模型是一般页面置换问题的严格加强，最优

算法OPT仍然是最优算法，即𝑐𝑂𝑃𝑇,𝑘(𝐺) = 1。在不引起歧义的情况下，我

们用𝑛表示可能访问的页面数|𝑉 |，𝒯𝑖表示图𝐺节点数为𝑖的联通子树集合，

𝑙𝑒𝑎𝑓(𝑇 )表示树𝑇的叶子集合。对于算法𝐴和访存图𝐺，在处理到访存序列

第𝑡项时，处于内存中的页面集合为ATree(𝑡)。

首先我们给出在固定访存图下，在线算法近似比的一个下界。

引理 3.1 对于给定的树𝑇，OPTTree(t)是树上的一个联通块，且当前位

置𝑝𝑡 ∈ OPTTree(t)。

证明 3.1 对访存序列长度做归纳。当需要换出一个页面时，最优算法

总是换出下一次访问最晚的页面，由于访问一个叶子节点总是需要先

访问其父亲，被换出的节点一定是OPTTree(t)的叶子。因此在任何时

候OPTTree(t)都是树上的一个联通块。

定理 3.1 对于给定的图𝐺和𝑘和任何确定性在线算法𝐴，有：

𝑐𝐴,𝑘(𝐺) ≥ max
𝑇∈𝒯𝑘+1

|𝑙𝑒𝑎𝑓(𝑇 )| − 1

证明 3.2 不妨设𝐺中叶子最多的、包含𝑘 + 1个节点的联通子树是𝑇，我们

仅在这棵树上构造访存路径。根据上面的引理，任何时候𝑂𝑃𝑇 (𝑇, 𝑡)都是树

上的一个联通块，那么唯一不在内存中的节点𝑃 (𝑡)总是叶子节点。对于给

定的确定性算法𝐴，我们总是不断的构造走向𝑃 (𝑡)的路径，设这样的游走进

行了𝑚次，算法𝐴缺页的次数就是𝑚。
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我们将这样的𝑚次游走分割为若干段𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡，每一段的结尾恰好

访问了|𝑙𝑒𝑎𝑓(𝑇 )| − 1个不同的叶子节点。很明显，通过总是换出下一段中第

一个访问的叶子节点，最优算法只会在每一段开头产生一次缺页，总的缺

页次数为𝑐𝑂𝑃𝑇,𝑘 ≤ 𝑚/(|𝑙𝑒𝑎𝑓(𝑇 )| − 1)，因此：

𝑐𝐴,𝑘 ≥ |𝑙𝑒𝑎𝑓(𝑇 )| − 1

值得注意的是，这个下界并不总是足够紧的。在上一章对一般访存序

列上确定性算法竞争比下界的证明中，访存图总是一个𝑘 + 1个节点的环。

对于环的情景，这里的下界只能说明𝑐𝐴,𝑘(𝐺) ≥ 1，但事实上我们已经说明

了𝑐𝐴,𝑘(𝐺) = Θ(log 𝑛)。

3.4 LRU在树上的情景

[5]中证明了，LRU在任意树上达到了上面给出的竞争比下界，不妨记

下界为𝑎(𝐺)。这里我们详细讨论一下这个内容。

首先我们很容易说明，LRU在内存中的节点也总是构成一个联通块。

我们称时刻𝑡在LRU在内存中的节点构成了LRUTree(t)，OPT在内存中的

节点构成了OPTTree(t)。我们称LRUTree(t)-OPTTree(t)中的节点是孤独

的LRU节点，反过来OPTTree(t)-LRUTree(t)是孤独的OPT节点。

我们使用记账法，说明OPT的一次缺页至多会“导致”LRU之后的𝑎(𝐺)次

缺页。一些在LRUTree内的节点上放有棋子。当一次OPT缺页发生时，设当

前访问的节点是𝑣。我们在所有LRUTree上所有叶子到𝑣的唯一路径上，第一

个没有棋子的节点上放一个棋子，如果不存在这样的节点就不放置。当一

个节点被换出内存时，我们拿走这个节点上的棋子。

引理 3.2 每个孤独的LRU节点上都放有一个棋子。

证明 3.3 我们只需说明在发生缺页时性质可以保持即可。设当前访问的页

面是𝑟𝑡，考虑两个算法发生缺页的三种情况：

1. OPT未发生缺页，LRU发生缺页：这时会将LRUTree的一个叶子换

出，将𝑟𝑡加入LRUTree。由于OPT未发生缺页，这个节点不会是孤独

的LRU节点。

2. OPT发生缺页，LRU发生缺页。与上一种情况相比，只需说明OPTTree中

换出的节点要么不在LRUTree中，要么放有一个棋子。OPTTree中换出
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的节点一定是一个叶子，记为𝑙𝑡，其在OPTTree上的唯一父亲是𝑝𝑡。如

果𝑙𝑡 ∈ LRUTree，在断开(𝑝𝑡, 𝑙𝑡)这条边后𝑙𝑡一侧的子树𝑇 ′中，这次缺页

发生之前只有𝑙𝑡不是孤独的LRU节点，也只有𝑙𝑡上没有棋子。那么根据

放置棋子的方法，𝑙𝑡上会被放置一个棋子，待证的性质得到保持。

3. OPT发生缺页，LRU未发生缺页。也只需要讨论上一类中的情景。

引理 3.3 每一次OPT缺页至多会放置𝑎(𝐺)个棋子。

证明 3.4 考虑一个OPT缺页时引用的页𝑟𝑡。如果𝑟𝑡 ̸∈ LRUTree，根据访存

图的定义这个节点一定是LRUTree ∪ {𝑟𝑡}的叶子，这棵𝑘 + 1个节点的树

的除去𝑟𝑡的叶子数一定不超过𝑎(𝐺)，因此放置的棋子也不超过𝑎(𝐺)；如

果𝑟𝑡 ∈ LRUTree，那么在这次访存之前𝑟𝑡是一个孤独的LRU节点。考虑包含

孤独的LRU节点构成的森林中𝑟𝑡所在的子树𝑇 ′。由于OPTTree构成了一个联

通块，至少有一个𝑇 ′中的叶子节点也是LRUTree的叶子节点，那么这个节点

到𝑟𝑡的路径上都是孤独的LRU节点，因此不会放置任何新的棋子。换言之，

放置的棋子数不超过LRUTree的叶子数−1，因此也不超过𝑎(𝐺)。

引理 3.4 LRU总是换出那些放有棋子的节点。

证明 3.5 假设在时刻𝑡1时上一次访问最久的LRUTree的叶子节点𝑣上没

有棋子。不妨设上一次访问节点𝑣的时刻为𝑡0，在𝑡1包含𝑣且不包含其

他LRUTree节点的子树为𝑇 (𝑣)。我们说明下面的事实：

引引引理理理 3.5 在时刻𝑡1，所有孤独的OPT节点都在𝑇 (𝑣) − {𝑣}中。

如果有了上面的引理，我们立刻可以说明：在下一次LRU缺页发生时，要么

同时出现了一次OPT缺页从而𝑣获得棋子，要么在下一次访问之前，𝑡1被重

新访问，不再是上一次访问最久的节点。因而就证明了LRU总是换出放有棋

子的节点。

引理证明分为四步：

1. 在时刻𝑡0，𝑇 (𝑣) − {𝑣}中的OPT节点数，大于或等于𝑇 (𝑣) − {𝑣}中没有
棋子的LRU节点数：这是由于所有孤独的LRU节点都有棋子。

2. 在时刻𝑡0，𝑇 (𝑣) − {𝑣}中没有棋子的LRUTree节点数，大于或等于在时

间段[𝑡0, 𝑡1]中放置在𝑇 (𝑣) − {𝑣}中的棋子数：这是由于每一个没有棋子
的节点至多只会放置一次。
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3. 在时间段[𝑡0, 𝑡1]中放置在𝑇 (𝑣) − {𝑣}中的棋子数，大于或等于[𝑡0, 𝑡1]时

间段中发生OPT缺页的次数：这是由于𝑣上没有棋子，所以每次OPT缺

页至少会在𝑇 (𝑣) − {𝑣}中放置一个棋子。

4. [𝑡0, 𝑡1]时间段中发生OPT缺页的次数，大于或等于𝑡1时刻孤独的LRU节

点数，加上时间段[𝑡0, 𝑡1]中𝑇 (𝑣) − {𝑣}内被换出的OPT节点数：

∙ 𝑡1时刻孤独的LRU节点曾在[𝑡0, 𝑡1]中被访问过，也曾是OPT节点。

这个OPT节点被换出对应了一次OPT缺页。

∙ [𝑡0, 𝑡1]中𝑇 (𝑣) − {𝑣}被换出的每一个OPT节点都对应了一次OPT缺

页。

因此，在时刻𝑡0，𝑇 (𝑣) − {𝑣}中的OPT节点数，大于或等于𝑡1时刻孤独

的LRU节点数，加上时间段[𝑡0, 𝑡1] 中𝑇 (𝑣)内被换出的OPT节点数。换言之，

𝑡1时刻𝑇 (𝑣) − {𝑣}中的OPT节点数大于等于孤独的LRU节点数。

由于孤独的LRU节点数等于孤独的OPT节点数，那么孤独的OPT节点数

小于等于𝑇 (𝑣) − {𝑣}内的OPT节点数。因为𝑡1时刻𝑣是一个叶子节点，𝑇 (𝑣) −
{𝑣}中的每一个OPT节点都是孤独的。所以每一个孤独的OPT节点都在𝑇 (𝑣) −
{𝑣}中，这就是我们要证明的。

由上面的三个定义立刻可以说明𝑐𝐿𝑅𝑈,𝑘 = 𝑎(𝐺)，因此我们可以断言下

面的定理：

定理 3.2 对于任意为树的访存图𝐺，LRU是𝑎(𝐺)-Competitive的。在竞争比

的意义下，LRU是最优的树上页面置换算法。

树带给访存序列一个非常强的限制：一旦离开了某个子树𝑇 (𝑣)，想要

再次访问𝑇 (𝑣)，一定要先访问节点𝑣。在这个限制下，LRU“过去的信息”

可以很好的预测“未来的信息”，从而达到了确定性算法的新下界。

4 结论

我们调研了基于竞争性分析的对于页面置换策略的分析。竞争性分析

给出了一系列下界和上界，基本刻画了各种置换算法的优劣，但由于假设

了一个过强的“敌人”，导致分析得到的界与实践经验相去甚远。 [6]中给

出了一些竞争性分析的扩展，但由于时间原因，我们未能对其进行详细的

调研。我们仍然关心的问题包括：
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1. 竞争性分析的访存图模型如何被推广到有向图上。这是一个重要的问

题，因为程序访存总是依赖于其控制流图的，而控制流图是有向图。

如果能够给出有效的算法或分析手段，将给程序访存行为分析带来重

要的工具。

2. 能否通过引入随机性“减弱”竞争性分析中假设的敌人？竞争性分析

总是给出最坏情况下的分析，而我们也希望拥有某种意义下的“平均

情况”分析，这种情形应当和真实情况更加类似。

3. 能否将竞争性分析和工作集模型结合起来，更好的贴合真实程序的访

存行为特征？工作集是解释程序访存较好的模型，利用工作集模型表

示程序访存并做竞争性分析可能是解决现有困难的有效方法。
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